eine Musteraufgabe

Wir betrachten die Funktion f mit f(x) = — §x3 +3x% - 6x + 2.

a) Zeigen Sie, dass das Schaubild von f symmetrisch zum Punkt Z(3|2) ist.
b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Achsenschnittpunkte des Schaubilds von f.

c) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente in P(%|yp)an das Schaubild von f.

Diese Tangente schneidet das Schaubild in einem weiteren Punkt S. Berechnen Sie dessen
Koordinaten.

d) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f und bestimmen Sie die Extrempunkte des
Schaubilds von f.

e) Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen des Schaubilds im Punkt Z. In welchen weiteren
Punkten schneidet diese Normale das Schaubild ?

f) Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen in einem beliebigen Punkt Q(u|f(u)).
Gibt es Punkte, deren Normale durch den Ursprung verlauft ?

g) Gibt es weitere Normalen des Schaubilds, die die x-Achse im selben Punkt schneiden wie die
Normale aus e) ?

a) Wenn das Schaubild von f symmetrisch zu Z(3|2) ist, dann miissen wir ein zum Ursprung sym-
metrisches Schaubild erhalten, wenn wir den Graphen von f um 3 nach links und um 2 nach
unten verschieben.

Die Gleichung des verschobenen Schaubilds erhalten wir als y = fv(x) = f(x + 3) - 2.
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mOefine F3=- 13 %  +3 %2 -G x+ 2
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mDefine Fix)=- 13 %5 + 3 %2 -G+ 2 "Define fulx) =flx+3) -2 Done
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EDefime Fulx) =f(x+ 3 -2 Dok wix) ® =73
Define Fu(x)=F(x+3>-2 |
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Der Funktionsterm von fv enthdlt nur noch ungerade x-Potenzen, fv ist also eine ungerade
Funktion. Das Schaubild einer ungeraden Funktion ist aber stets punktsymmetrisch zum Ur-
sprung des KoSy.

Daher ist das Schaubild von f punktsymmetrisch zu Z(3]2).

b) Achsenschnittpunkte: Y(0[2) ist Schnittpunkt mit der y-Achse.
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¢) Tangente an das Schaubild in P(%‘f(zi))

d)

Wir berechnen zundchst f(zi) = - ;—1 und

berechnen dann f'(x).
Fir den TT heiBt f'(x) dann f1(x).

Die Gleichung der Tangente in P lautet dann:
=f3)(x-3)_1L- 3,_5

109 = f(z) -7 X3

Weil wir Schnittpunkte mit dem Schaubild

von f berechnen miissen, definieren wir *t

gleich als neue Funktion.

Wir finden neben dem uns bereits bekann-
ten Punkt P einen weiteren Schnittpunkt:
S(611(6)) = S(612).

Den Nullstellen der Ableitung kénnen wir die
Grenzen der Monotoniebereiche entnehmen.
Findet ein Vorzeichenwechsel von f' statt,
liegen lokale Extrempunkte bei diesen Null-
stellen vor.

Fiir die Uberpriifung des Vorzeichenwech-
sels laasen wir uns Ndherungswerte ange-
ben.

Fir die Uberpriifung lassen wir uns eine
Wertetabelle von f' ausgeben.

Wir setzen die Tabellenparameter so, dass
wir einen eventuellen VZW erkennen kon-
nen.
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Wir wechseln in den Y=-Bildschirm und ge-

ben y1(x) = f1(x) ein.

abe

- Far E
|~r{—|2|:n:|m|Ed1t| v’ |F|11|5t.gleT< GG T

SFLOTE

~’u1=m

'=|3-
=

ul Cxd=Ff1Cxd

Halill.| EAD AUTO FUHC

Ein Wechsel in den Tabellenmodus zeigt die gewiinschte Wertetabelle an, der wir entnehmen,
dass f' an der Stelle 3 - \E % 1,27 das Vorzeichen von - nach + und an der Stelle 3 + \E das

Vorzeichen von + nach -

wechsel’r.
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m zeros(£10x1, 2 £1.26795  4.732053
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e) Die Gleichung der Normalen in Z lautet:

n(x):_—l-(x—3)+2:—§x+3.

3)

Fir x < 3 - \E fdllt das Schaubild von f, fiir
3—\/3_ < X < 3+\/3_ wdchst es und fir
x[b03 + \I3_ fdllt es wieder. Daher gibt es sowohl

einen Tiefpunkt T(B - \EIZ -2 \/3_) als auch
einen Hochpunkt H(B + \/37'2- 1E+ 2).
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f)

g9)

Die weiteren Schnittpunkte der Normalen
mit dem Schaubild von f sind:

51(3— \/16‘33@+ 2] und
se[ s+ ho]e - 9]
Die gesuchte Normalenschar hat die Glei-

-1
chung no(u,x) = m (x - u) + f(u) =

(x —u)

=— 7 i3 -6u+2
W _bu+b
Ziemlich unhandlich...

Wir bestimmen die Lésungen der Gleichung
no(u,0) = O mithilfe des zeros-Befehls und
berechnen anschliefend gleich die Koordina-
ten der zugeharigen Punkte.

P1(0,410,1), P»(5,015,35), P3( 6,17|0,87 )
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Die Normale aus e) schneidet die x-Achse in (9]0) (Kopfrechnen...). Gibt es andere Normalen,

die durch (9]0) gehen ?

Wieder miissen wir eine Weile auf die Antwort warten, wieder erhalten wir drei Punkte:

Den bekannten Punkt Z sowie die Punkte

Die Normalen in den Punkten
Z, P4(4,515,35 ) und P5(6,33|-0,33)
gehen durch (9]0).
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Befehlsglossar

Bildschirm Vorgang Tastenfolge
HOME Funktion definieren 1 Define f(x) =
HOME Nullstellen berechnen 4 zeros(f(x),x)
HOME Funktion ableiten 1 differentiate(f(x),x)
HOME Gleichung losen 1 solve(Gleichung,Variable)
HOME ;}l’:rt‘)el lenparameter festle- o T ThlSet
In den Y= -Bildschirm _
wechseln o w V=
Zur Tabellendarstellung
wechseln o Y TABLE
Funktionswert an einer
T
HOME Stelle berechnen f( Stelle)
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Heftaufschrieb zu dieser Aufgabe:

a) Verschiebung um 3 nach links und 2 nach unten durchfiihren. Die neue Funktion hat die Glei-
chung fv(x) = f(x +3)-2 = - éx3 + 3x.

Das zugehdrige Schaubild ist punktsymmetrisch zum Ursprung, da fv eine ungerade Funktion
ist (ganzrational und nur ungerade x-Potenzen).
Also ist das Schaubild von f punktsymmetrisch zu Z(32).
b) Schnittpunkt mit der y-Achse: Y(0|2)
Schnittpunkte mit der x-.Achse: N1(0,416|0) ; N2(2,294|0) : N3(6,290|0)
c) Gleichung der Tangente in P:
f(zi) = — 18—1,' Punkt-Steigungsform der Tangentengleichung: y = f’(zi)-(x - %) + f(zi)

Tangentengleichung. ¥(x) = %x - %

Schnittpunkte mit dem Schaubild von f: f(x) = t(x)
X = % Y x = 6 ; zweiter Schnittpunkt: S(6]2)

d) Monotoniebereiche:
x¢<3- \E : fallend; 3 - \Esxs 3+ \E:wachsend,‘ x[b03 + \E:falllend

Also: TiP T[3— \Elz—z- \Is_) und HoP H(3+ \Elz- \B + 2)

, -1
e) Normale in Z(3]2): n(x) = ﬁ (x —3)+2 = —%x+ 3

Weitere Schnittpunkte mit dem Schaubild von f: f(x) = n(x).
Gefundene Punkte:

51(3 - w/ﬁ‘ 33@+ 2] und 52(3 ; \/13‘2 - J;E]
f) Normale in beliebigem Kurvenpunkt Q(u|f(u)):

_1.(x_u)+f(u) __x-w
f(u) wW-6u+tb

Sie geht durch den Ursprung, wenn no(0) = O ist.

Diese Gleichung muss nach u aufgelost werden.

Gefundene Kurvenpunkte: P;(0,4|0,1), P»(5,0|5,35 ), P3( 6,17|0,87 )
g) Schniit von n mit der x-Achse: n(x) =0+ x=9

Die Gleichung no(9) = O muss nach u aufgelost werden.

Gefundene Kurvenpunkte aufer Z:

P4(4,515,35 ) und P5(6,33]-0,33 )

Die Normalen in diesen Punkten gehen ebenfalls durch (9]0).

no(x) = +3u% - 6u+ 2



