Losungsvorschlag zu Aufgabe ®:

4x -2t

Fiir jedes t € R ist die Funktionenschar f(t,x) gegeben durch f(T,x) = ,x20.

X
a) Untersuchen Sie, fiir welche Werte von t sich grundsdtzlich verschiedene Kurvenverlaufe erge-
ben. Welche Vermutung drdngt sich auf?
Beschreiben Sie die Unterschiede und begriinden Sie ihre Erkenntnisse durch eine Rechnung.

wir definieren die Funktionenschar und lassen uns die Schaubilder fitr einige Werte von t

zeichnen. Fir t = 0 erhalten wir f(o,x) = 2 it etner ngerbel, als sSchaubtld. vermutlich
X

wird diese Hyperbel die unterschiedlichen Graphentypen trennen. Wir lassen uns diese Ver-
mutung bestitigen:

|’F T Fzv T T Fa* T T FE* |‘F ]’ Fev T F= T FE* | FG™ |Fr
= = |Alachra|Calc|0ther F'r*ngIII Clean Up w o |Z0am [ THace Regraph Math|Draw|-

Il

" Define Fit, =L22'L Do
H
B Graph fCE-1 @ 13,=) Oore
|Graph Fe4-1.0.1%, x>
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Es sieht so aus, als hitten die Schaubilder fitr t= 0 elnen Extrempunkt, und zwar fier t < o ei-
nen TiP und fitr t > 0 einen HoP. Auberdem dringt sich die Vermutung auf, dass die
Schaubilder zu f(tx) und f(-tx) durch eine Spiegelung am Ursprung des Kosy aufeinan-
der abgebildet werden Ronnen.

Rechnerischer Nachwels fitr t = o:
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1. Extrempunkite:
Wir bestimumen die ersten beiden Ablelttungen und die Extrempunkete.

fstrtx) =0 & x = t; fastr(tt) = — . Firt < o istfastrtt) >0, also Liegt hier ein TiP
t3
vor, firt > o0 ist fastr(tt) < o, also Liegt hier ein HoP vor.

Esistf(tt) = %, also habewn wiy:

t > 0: HoP(t| %) Lt < o:Tip(] %)



2. SPLegeLuwg am Ursprung: ersetze x durch —x und pricfe, ob f(-t,—x) = —f(t,x) ist:

4x — 2t —4Xx + 2t
fx) =—; f(-t,—x) = —— = - f(tx).
x> x>
Spiegelt man das sSchaubild von f(tx) am Ursprung, so erhiilt man das Schaubild von

f-tx).

b) Stellen Sie eine Gleichung der Wendetangente g des Schaubilds von f(t,x) auf.
Die Wendetangente und die Koordinatenachsen bestimmen ein Dreieck, das bei Rotation um die
x-Achse einen Kegel mit dem Volumen Vyx und bei Rotation um die y-Achse einen Kegel mit dem

Volumen Vy erzeugt.
Bestimmen Sie t so, dass beide Kegel das gleiche Volumen haben.
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pas Schaubild fir t = 1 verdeutlicht uns die |71E|2FDEJN|T;§.;E|RE£:_3P}-. Math|or ol & 7
Sttuation.
Wegen der Symmetrieeigenschatft der Schau- T
bilder genitgt es, die Situation fir t > 0 zu

uwntersuchewn.
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volumengleichheit: 18-t = %-n G suR=z0 =% ot= 1/ (t>o01)
3 2F
wegen der Symmetrie entstehen aber auch firt = — = 1/ = gLeiohgro‘ﬁe voluminag.
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c) Auf der Wendetangente g(t,x) existiert ein Punkt T(xT|g(txT)) mit O < xT < %‘r so, dass der Fld-

cheninhalt des Rechtecks, das von den Parallelen durch T zu den Koordinatenachsen bestimmt
wird, maximal ist.
Zeigen Sie, dass dieser maximale Fldcheninhalt nicht von + abhdngt.

Es genigt auch hier, die Situation fitr t > 0 zu untersuchen.
Eine Rleine Skizze veranschaulicht die Situation. y A

volumew des Rechtecks: \

VEX) = x-wtx) = —x2 + £
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Das zugehbrige Schaubild ist etne nach unten gesffnete
Parabel, deren Schettel der hochste Punkt Lst.

Wir mitssen also nur den Schettel besttmmen, z. B. so:
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Der Scheitel liegt also bel x = A
4

PXX=O0OVX = /.
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Der zugehsrige Hochwert ist =.
pas maximale Volumen st der y-wert des
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Wegen der Sywmmetrie gilt dieses Brgebnis (muit, 5-4-1) 3
auch fiur negative Werte vow t. | Ct, 2 9%t )
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d) Die Gerade h mit der Gleichungy =a (a€ R, 0<a«< % bzw. % <a <0) schneidet die y-Achse im
Punkt S und das Schaubild von f(t,x) in den Punkten Q und R (mit xq < XR).

Berechnen Sie den Wert von a in Abhdngigkeit von t so, dass die Strecke SR durch Q halbiert

wird.
|‘F ]’ Fev T F= T FE* | FG™ |Fr i
w o |Z0am [ THace Regraph Math|Draw|- i

Auch hier gilt wieder. wegen der Symmetrie
mitssen wir nur den Fall t > 0 und a>o0 be-
trachten. und Ronnen die Ergebnisse an- T
schliebend fitrt < 0 und a < o ibertragen. ’/

wenn SR durch ® halbiert werden soll,

dann muss gelten: xg = £ xg.
2
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Eine Rleine Uumformung zelgt uns: xgo = und X =

a a

Wir definieren uns zwel Funktionen wmit den erhaltenen x-werten als Funktionstermen
und Lisne ansehliehend die Glelchung xg = 2:x4 -
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Fira = ;—i halblert @ die Strecke SR.

Wegen der Symmetrieeigenschaft gilt dieses Ergebnis sowohl fitr positive als auch fivr nega-

tive Werte vow t.



